
随机排列的不动点
复刻版与修订版

来源．本文件是根据哔哩哔哩视频《【日常研究】摆烂小能手掀起的数学问题》（视
频编号 BV1Fh411N71S）中展示的数学文章，独立制作的 LATEX 复刻与编辑修订：

https://www.bilibili.com/video/BV1Fh411N71S

作品页面．本作品的主页面收录三个版本及其下载链接：

https://opuscula.ritsuka.moe/euler-derangement-cloze/

PDF 版本．

paper-en.pdf paper-en-revised.pdf paper-zh.pdf

源文件仓库．本项目的 LATEX 源文件、编译 PDF 与版本说明可在
https://github.com/Ritsuka314/opuscula 获取．
用途．本复刻项目仅供娱乐与教育用途．本项目并非官方版本，不作为经原作者认
可的逐字稿，亦不表示与视频作者或哔哩哔哩平台存在任何隶属或合作关系．
三个版本的区别．

1. 英文复刻版．尽可能忠实地排印视频中可见的四页英文文章，并有意保留原
文中不规范的英语表述、内容省略、符号习惯与归纳计算．

2. 英文修订版．一份经过订正且内容自足的数学报告．该版严格定义模型，利用
容斥原理证明错排公式，给出统一的概率分布，并用示性随机变量证明期望．

3. 中文修订版．英文修订版的规范中文对应版本．该版采用相同的定义、结论
与证明，而不是对英文复刻版的不规范措辞作逐字翻译．

本文件版本：中文修订版
本版以修订英文本为基础，用规范的中文重新撰写，并采用相同的定义、结
论与证明．

依据上述来源视频使用 LATEX 排版．

https://www.bilibili.com/video/BV1Fh411N71S
https://opuscula.ritsuka.moe/euler-derangement-cloze/
https://opuscula.ritsuka.moe/euler-derangement-cloze/paper-en.pdf
https://opuscula.ritsuka.moe/euler-derangement-cloze/paper-en-revised.pdf
https://opuscula.ritsuka.moe/euler-derangement-cloze/paper-zh.pdf
https://github.com/Ritsuka314/opuscula


随机排列的不动点
期望与概率分布

摘要

从 n 个元素的所有排列中等概率地任取一个排列，令 X 表示其中不动点的个数．本文
先直接证明：对任意正整数 n，都有 E[X] = 1；再用容斥原理逐步推导错排公式，进而求出
X 的精确概率分布．这一结果也可用于描述如下情形：将 n 个互不相同的选项随机填入 n

个互不相同的空格时，填对的平均个数为 1．

1 问题设定

对正整数 n，记
[n] = {1, 2, . . . , n}．

从对称群 Sn 的 n! 个元素中等概率地选取一个排列 σ : [n] → [n]．若 r ∈ [n] 满足 σ(r) = r，则
称 r 为 σ 的一个不动点．定义

X =
∣∣{r ∈ [n] : σ(r) = r}

∣∣．
我们的首要问题是求 X 的期望；随后还将求出它的完整概率质量函数，作为更强的结论．

2 不动点个数的期望

定理 1. 对任意 n ≥ 1，
E[X] = 1．

证明. 对每个 r ∈ [n]，定义示性随机变量

Ir =

1, σ(r) = r,

0, σ(r) ̸= r．
于是 X =

∑n
r=1 Ir．在全部 n! 个排列中，固定某个给定位置 r 的排列恰有 (n− 1)! 个，故

Pr(σ(r) = r) =
(n− 1)!

n!
=

1

n
, E[Ir] =

1

n
．

由期望的线性性质，
E[X] =

n∑
r=1

E[Ir] = n · 1
n
= 1．

这一论证不要求各示性随机变量彼此独立．
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等价的双重计数观点．考虑所有满足 σ(r) = r 的有序对 (σ, r) ∈ Sn × [n]．给定 r 后，固定
r 的排列恰有 (n− 1)! 个，因此这种有序对共有 n(n− 1)! = n! 个．再除以排列总数 n!，便再次
得到：每个排列平均有一个不动点．

3 错排与精确分布

上述期望证明不需要知道 X 的概率分布．若要进一步求出每个 Pr(X = k)，则须先计算没
有任何不动点的排列数．

3.1 错排计数

没有任何不动点的排列称为错排．用 Dm 表示 m 个元素的错排数，并约定 D0 = 1．

定理 2 (错排公式). 对任意整数 m ≥ 0，

Dm = m!
m∑
j=0

(−1)j

j!
．

因此，从 m 个元素的所有排列中等概率地任取一个，得到错排的概率为

Dm

m!
=

m∑
j=0

(−1)j

j!
．

证明. 当 m = 0 时，唯一的空排列就是错排，公式给出 D0 = 1．以下设 m ≥ 1，并以全部 m!

个排列组成的集合 Sm 为全集．对每个 r ∈ [m]，令

Ar = {σ ∈ Sm : σ(r) = r}，

即 Ar 是所有固定 r 的排列组成的集合．一个排列是错排，当且仅当它不属于 A1, . . . , Am 中的
任何一个，因此

Dm =

∣∣∣∣∣
m⋂
r=1

Ar

∣∣∣∣∣．
容斥原理先计入全部 m! 个排列，再减去固定每个指定元素的排列；同时固定两个指定元素

的排列在上一步被重复减去，故须加回，依此交替进行：

Dm = |Sm| −
m∑
r=1

|Ar|+
∑

1≤r<s≤m

|Ar ∩As| − · · ·

+ (−1)m|A1 ∩ · · · ∩ Am|．

为了计算各项，选取子集 J ⊆ [m]，并设 |J | = j．若要求 J 中的每个元素都保持不动，则剩下
的 m− j 个元素可以任意排列，故 ∣∣∣∣∣⋂

r∈J
Ar

∣∣∣∣∣ = (m− j)!．
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当 J = ∅ 时，上式中的交集约定为全集 Sm，因而这里也包含 j = 0 的情形．这样的集合 J 共
有 (

m
j

) 个．按 j 合并容斥式中的各项，便得到

Dm =

m∑
j=0

(−1)j
(
m

j

)
(m− j)!

= m!

m∑
j=0

(−1)j

j!
．

最后还可以直接验证，这个交错和恰好只留下错排．若一个排列有 q ≥ 1 个不动点，那么在
指定 j 个不动点的各项中，它共出现 (

q
j

) 次，因而它在整个交错和中的净系数为
q∑

j=0

(−1)j
(
q

j

)
= (1− 1)q = 0．

错排没有不动点，即 q = 0，所以恰好被计数一次．这也直接说明了容斥原理在此处为何有效．
再除以排列总数 m!，即得所述概率公式．

例如，
D3 = 3!−

(
3

1

)
2! +

(
3

2

)
1!−

(
3

3

)
0! = 6− 6 + 3− 1 = 2．

用单行记法表示，这两个错排是 [2, 3, 1] 与 [3, 1, 2]．
当 m ≥ 2 时，j = 0 与 j = 1 两项相互抵消，因此上述概率也可写成

m∑
j=2

(−1)j

j!
．

这正是复刻英文本所采用的形式．

3.2 不动点个数的分布

定理 3. 对 k = 0, 1, . . . , n，

Pr(X = k) =

(
n
k

)
Dn−k

n!
=

1

k!

n−k∑
j=0

(−1)j

j!
．

证明. 先选出恰好保持不动的 k 个位置，共有 (
n
k

) 种选法；其余 n− k 个位置必须构成错排，共
有 Dn−k 种．因此，恰有 k 个不动点的排列数为 (

n
k

)
Dn−k．除以排列总数 n!，并代入错排公式，

得到

Pr(X = k) =

(
n
k

)
Dn−k

n!

=
1

k!

n−k∑
j=0

(−1)j

j!
．
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这一统一公式也包含两个边界情形：

Pr(X = n) =
1

n!
, Pr(X = n− 1) = 0．

第二个等式成立，是因为一个排列不可能只移动一个元素而固定其余所有元素．

4 结论

直接使用示性随机变量即可看出：均匀随机排列平均有一个不动点．进一步计数还可得到其
精确分布

Pr(X = k) =

(
n
k

)
Dn−k

n!
,

其中错排数 Dn−k 由容斥原理求得．因此，将 n 个互不相同的答案等概率地随机填入 n 个互不
相同的空格时，平均会填对一个．这里的“一个”是期望值；在某次具体尝试中，可能一个也没
填对，也可能填对一个或多个．

4


	问题设定
	不动点个数的期望
	错排与精确分布
	错排计数
	不动点个数的分布

	结论

